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Dependéncia e independéncia linear

Motivacdo

Seja S={wv1,...,vp} C V.

@ Serad que S tem “gente demais™?
@ Sera que existe ' C S com (S§') = (5)?
@ Sera que algum elemento de S depende dos outros?
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Dependéncia linear
A definicio

Definicdo
Uma colegdo de vetores vy, ..., v, é linearmente dependente (LD) se
existem escalares a1, ..., a, ndo todos simultaneamente nulos tais que

n
> ajvi =0y,
i—1

ou seja,

a1vi + -+ apvy = Oy
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Dependéncia linear
O que significa?

Sera que os vetores abaixo s3o linearmente dependentes?

N

N

1 5
2 —b— — d =
a+2 2C+O Oy

Os coeficientes ndo sdo todos nulos simultaneamente, logo a cole¢do é LD.
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Dependéncia linear

Um exemplo

Considere os vetores de R3

x1=(1,-1,2)
x2 =(-3,2,1)
x3=(1,2,-3)
x4 =(2,3,1)

Esta familia € LD. Para provar isso, precisamos encontrar oy, ao, a3, 04
tais que
a1x1 + aoxo + azxz + agxs = 03

ou seja,

a1(17 _17 2) + a2(_37 27 1) + O53(17 27 _3) + 044(2, 37 1) = (07 07 O)
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Dependéncia linear

Um exemplo

(01, —,2a1) + (=32, 202, a2) + (a3, 203, —3a3) + (24, 304, s) = (0,0, 0)

(1 —3aa+az+2as4, —a1+20+2a3+ 34, 201 + a2 —3az+a4) = (0,0, 0)

o1 — 300 + a3 + 204 = 0
—a1 4+ 200 + 2a3 + 3a2 = 0
200 + a — 3a3 + ag = 0

Temos de escalonar completamente a matriz de coeficientes
1 -3 1 2
-1 2 2 3
2 1 -3 1
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Dependéncia linear

Um exemplo

L. G. Cordeiro (UFSC)

Lo+L1—Lo

L3—2L1—>L3
SO
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Dependéncia linear

Um exemplo

0 O 1 2

1 -3 1 2

Lo+3L3— Lo 0 1 0 1
0O 0 1 2

1 -3 00

bolbszlbi g 1 001
O 0 1 2
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Dependéncia linear

Um exemplo

1 -3 1 2 1 -3 0 0
-1 2 2 3]l — |0 1 01
2 1 -3 1 0O 0 1 2
1 0 0 3
ik et ly | 9
0 012
que nos da o sistema equivalente
a1 4+ 3a4 = 0
a + ag = 0
az + 204 = 0
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Dependéncia linear

Um exemplo

A solucdo geral é

a1 = —30&4
Ay = —Q4
a3 = —2044

com variavel livre ay.

O problema era “encontrar a1, ap, a3, aa ndo simultaneamente nulos [...]".

Para achar uma solug&o especifica, escolha um valor (ndo-trivial) para a
variavel livre, e.g. ay = —1:
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Dependéncia linear

Um exemplo

O problema era “encontrar ay, as, az, as tais que
a1x1 + aoxo + azxz + agxy = Og
Serd que achamos?! Para
a1 =3, apx=1 a3=2, ag=-1
temos que

3x1+x2+2x3 — x4 = 3(1,-1,2) + (—3,2,1)
+2(1,2,-3) — (2,3,1)
=(3-3+2-2,-3+2+4-3,6+1-6-1)
=(0,0,0) =03
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Dependéncia linear

Outro exemplo

As fungdes f(x) = 2sin?(x), g(x) =3cos’(x) e h(x) = cos(2x) sdo
linearmente dependentes? Da trigonometria sabemos que

h(x) = cos(2x)
= cos?(x) — sin?(x)
1

= 3800 — 57(0),

ou seja,

11
S Sf_h=o.
3877

Portanto, as funcdes f, g, h sdo LD.
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Independéncia linear

Definicio
Uma colegdo vi, ..., v, de vetores & linearmente independente (LI) se a
tinica solucdo da equacio

Vi + -+ apvy =0y
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Independéncia linear

Um exemplo

Considere os vetores de R3

x1 = (1,-1,2)
x = (-3,2,1)
x5 = (1,2, -3).

Esta familia é LI. Para provar isso, precisamos mostrar que a Gnica solucio
de

ai1x1 + asxo + azxz = 03

éa; =ax=a3=0.
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Independéncia linear

Um exemplo

A equagio

a1x1 + aXo + azxz = 03

é equivalente ao sistema

o1
2011

A (nica solucdo deste sistema é a3 = ap = az = 0, como queriamos

demonstrar.
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— 300 + o3
+ 202 + 203
+ a — 3as3

Algebra Linear, aula 5

0
0
0

(In)Dependéncia linear

15 /33



Independéncia linear

Outro exemplo

As funcdes

k(x) =2%, p(x)=x e c(x)= cos(mx)

sdo linearmente independentes (em R¥).
Suponha «, 3, ~ sdo tais que

ak+ Bp+vc=0

ou seja,
ak(x) + Bp(x) + ye(x) = 0
a2 + Bx? 4+~ cos(mx) = 0
para todo x € R.
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Independéncia linear

Outro exemplo; solugcdo abstrata

a2 4 Bx? + vy cos(mx) = 0

Sabemos que exponenciais crescem mais rapido do que polinomiais, e que
cos(mx) é limitada.

Caso « fosse # 0, teriamos

X+ Bx2 + = cos(7rx) =0 (%)
Para x muito grande, o fato acima d|z que
2> — 6 x* + )7‘ > —éx2 - lcos(wx)
logo
B 2

X+ X k< cos(7rx) >0,

contradizendo (*).
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Independéncia linear

Outro exemplo; solugcdo abstrata

Portanto a =0, e
Bx? +ycos(mx) =0

Sabemos que polinomiais ndo constantes crescem “para infinito”.
Caso (3 fosse # 0, teriamos
2 7 y
x° + = cos(mx) =0 (L)
5
Para x muito grande, o fato acima diz que

X2 > ‘ ‘ > —= cos(rrx)

B

logo

X%+ %cos(wx) >0,

contradizendo (A).
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Independéncia linear

Outro exemplo; solugcdo abstrata

Portanto o« = 0 e também 5 =0, e
vy cos(mx) =0

para todo x, o que implica que v = 0 (caso contrario, teriamos
cos(mx) = 0, o que n&o é verdade).

Concluimos que « = =~ = 0.
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Independéncia linear

Outro exemplo; solugdo mais concreta

a2* + Bx* 4 v cos(nx) = 0. (©)

Use a equacdo acima com distintos valores de x:

x=0 — «a-2°4+3-0%+ycos(r-0)=0

a+v=0
x=1 — a-2'+B-12+cos(r-1)=0
24+ B —-—~v=0

x=2 — a-224+p3-224ycos(m-2)=0
4da+48+~v=0
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Independéncia linear

Outro exemplo; solugdo mais concreta

a2* + Bx* 4 v cos(nx) = 0.. (©)

Com x = 0,1, 2, obtemos o sistema

2 + B — v = 0
4o + 48 + v = 0,

cuja anica solugdo é v = =~ = 0.
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Independéncia linear em R"”

Teorema

Sejam vi, ..., v, vetores de R™, onde n < m
Considere a matriz m x n

C=|vi w»v Vi
cujas colunas sdo os vetores vy, ..., v,. S0 equivalentes:
©Q vi,...,v, sdo linearmente independentes;

@ A forma escalonada reduzida de C tem n pivés;

© A forma escalonada reduzida de C tem n linhas ndo-nulas.
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Independéncia linear em R"”

© A forma escalonada reduzida de C tem n linhas n3o-nulas.

1 0 --- 0
01 --- 0

AT
1| = [

FormaEscalonadaReduzida(C) =

o O
o
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Independéncia linear em R"”

Vamos escrever

vi = (vi1, Vo1, .., V1)
vo = (vi2,v22,. .., Vm2)
Vh = (V1n7 V2n, ..., an)-

(vjj = i-ésima coordenada do j-ésimo vetor). A equagdo
xivi + Xovo + -+ + Xpvp = 0p

é equivalente ao sistema

xivi1 + xevio + -+ + xpvip = 0
x1vo1 + xoveo + - 4+ Xpve, = 0
X\Vml + XoVm2 + -+ 4+ XpVmp = 0,
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Independéncia linear em R"”

xivii + xeviz + o+ 4+ Xpvip = 0
XiVo1 + xova2 + - 4+ Xpvop = 0
X1Vmi + XoVm2 + -+ XpVmp = 0.

A matriz associada é

Vit Vi - Vin
Vo1 V22 -+t Vpp | | |
=|lvy v - v, =C
. |
Vnl Vn2 - Vmn
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Independéncia linear em R"”

n xivii + -+ xpvip = 0
Zx,-v,-:ov — : (%)

=1 X1Vpr + 0+ XpVan = 0.

Da Geometria Analitica, sabemos que

Vi,...,Vpsdo LI <= a Gnica solugdo de (x) éx; =+ =x, =0
<= a forma escalonada (reduzida) da matriz

de coeficientes C tem n pivos.
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Independéncia linear em R"”

Teorema

Sejam vy, ..., v, vetores de R" (o mesmo tanto de vetores do que a
dimenséo do espaco!).
Considere a matriz

C=|(vi v - v,
cujas colunas sdo os vetores vy, ..., v,. S0 equivalentes:
@ vi,...,v, sdo linearmente independentes;

@ A forma escalonada reduzida de C é a matriz identidade n x n;
© C é inversivel:

O det(C) # 0.
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Independéncia linear em R"”

Teorema

Sejam v, . .., v, vetores de R". Considere:
o C: A matriz cujas colunas sdo v1, ..., V,.
o L: A matriz cujas linhas sdo v1,...,v,.
Note que L = CT. Sao equivalentes:
©Q vi,...,v, sdo linearmente independentes;
@ C é inversivel:
© A forma escalonada reduzida de C é a matriz identidade;
Q det(C) #0.
@ L é inversivel;
O A forma escalonada reduzida de L é a matriz identidade;

Q det(L) £0
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Independéncia linear em R"”
“E s6 botar os vetores nas linhas e escalonar?!”

NAO (do jeito que esta). Os vetores (1,0),(0,1),(1,1) sdo LD, mas a
forma escalonada da matriz

1
0
1

= = O

O O =
o = O

que tem dois pivds.

Fato (sem prova por enquanto)

As linhas de uma matriz s3o LI se, e somente se, a forma escalonada
reduzida n3o tem linhas nulas.

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 5 (In)Dependéncia linear 29/33



Independéncia linear em R"”

Os vetores
(1,2,-1), (4,1,0), e (2,-3,2)
sdo LD, pois
1 4 2
det| 2 1 3| =(2+124+0)—(—2+16+0)=0.
-1 0 2

Mas os vetores

(1,2,-1), (4,1,0), e (2,-3,3)

sdo LI, pois
1 4 2
det |2 1 -3/ =(3+12+0)—(-3+16+0)=2.
-1 0 3
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Dependéncia e combinacgdo linear

Teorema

Vetores vy, ..., v, € V vetores de um espago vetorial de um espaco vetorial
V' sdo linearmente dependentes se, e somente se, um dos v; é combinacio
linear dos outros.

(SE)

SE um vetor v; é combinacio linear dos outros, entdo
vi=) A,
J#i
logo

vi+ ) (=A)v =0y

& uma combinacio linear nula dos vetores com coeficientes ndo todos
nulos. Portanto vy,...,v, € LD.
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Dependéncia e combinacgdo linear

Teorema

Vetores vy, ..., v, € V vetores de um espaco vetorial de um espaco vetorial
V sdo linearmente dependentes se e somente se, um dos v; é combinacio
linear dos outros.

(SOMENTE SE)

Por outro lado, se v, ..., v, sdo LD, entdo pode-se encontrar uma
combinacio linear da forma

i Aivi = 0y,
i—1

onde os \; ndo sdo todos nulos a0 mesmo tempo.
Escolha J tal que \; # 0. Entdo

V)= Z_))\\;Via

portanto v; &€ combinacido linear dos outros v;.
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E familias infinitas?

Definicdo
SCVe:

o linearmente dependente (LD), se algum subconjunto finito de S é
LD, ou se pudermos escrever

OV:Z)\S-S

seS

com \s ndo todos nulos.

e linearmente independente (LI), se todo subconjunto finito de S é

LI, ou se a equagido
Ov=> XA-s
seS
s6 tem solucdo A\; = 0 para todo s € S.
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